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@ APPRENTISSAGE DE LA SYNTAXE

‘/ 1) (® Enoncer proprement, aprés avoir introduit les ob-
«—J jets utilisés :
1) la définition d’une fonction dérivable.
2) le théoreme qui lie la croissance d’'une fonction a
la positivité de sa dérivée.
3) le théoréme des valeurs intermédiaires.

" ) (® Vrai ou faux? Justifier.
=) 1) VYxeR, x>22 = x=3. 1
2) V(x,y)e(R*), x<y = -—>
x

3) 3dxeR,, x<yx
x+1

+1
4 ,x" eR\ {1}, = — .
) Vax,x \{}x;«éxn o
5 VYNeN, 3neN, > k>N,
k=1
6) VxeR, x*4+x=20 = x=0.

1
y.
x!

3 \‘ (® Traduire dans un francais éclairant les propositions
.~ J suivantes — i.e. mettant en évidence leur sens intuitif
— puis déterminer leur valeur de vérité.
1 { YneN, N €N, n<N.
dN €N, VneN, n<N.
2) { Yy =0, Ix €R, y =x2.
ixeR, Vy=0, y=x2

‘Z ~‘ &) Soit f : R — R une fonction. Ecrire avec des
. quantificateurs les propositions suivantes :
1) f est périodique. 2) f est majorée.
3) f est constante. 4) f atteint tous les réels.
5) f estcroissante. 6) f posséde un minimum.
7) f prend des valeurs aussi grandes que I'on veut.

8) f s’annule au plus une fois.

" 5 (® Ecrire en langage mathématique I'ensemble :

= 1) des entiers naturels divisibles par 7.

2) des sommes de deux carrés d’entiers.

3) des entiers relatifs qui possédent un antécédent
par la fonction x — e* + x.

o E,'.GALITE ET INCLUSION D’ENSEMBLES

‘E ~‘ (® @ Etudier les inclusions A C B et B C A pour :

€
=4 —- k € N* t ei—1,1
{k(k+1)| et eef ’}}
1 1
et Bz{——— m,nEN*}.
n m

‘/ ” ~‘ M@ Soient A et B deux ensembles. Est-il vrai que :
1) PANB)=ZA)NP(B) ?
2) PAUB)=ZA)UP(B) ?

RUDIMENTS DE LOGIQUE ET VOCABULAIRE ENSEMBLISTE

'*“ Soient E un ensemble et A, B, C € & (E). Montrer

-/ que:

1) (AnB)\c=(C\B)u(A\C).

2) A\(BnC)=(A\B)u(A\C).

3) AUB=BNC <= ACBCcC.

4) (E:AUB et ANCCB et BchA)
= CCANB.

5) (AUB)N(BUC)N(CUA)

=(ANB)UBNC)U(CNA).

@ RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

2 ) On note (u,),cy la suite définie =0,u; =1
— nJneN pariug =V, u; =
et u,,» = 5u,,; — 6u, pour tout n € N. Montrer
que u, = 3" —2" pour tout n € N.
2) On note (u,)qey la suite définie par uy =0, u; =0,
u, =2etu,,3 = 3u,,,—3u,,,+u, pourtoutn € N.
Montrer que u,, = n(n—1) pour tout n € N.
"E)“ On note (u,) ey la suite définie par uy = 0 et
" Uy = 4/3u, +4 pour tout n € N. Montrer que (U, )pen

est majorée, puis qu’elle converge et calculer sa limite.

‘ﬁ‘ On note (u,) ey la suite définie par uy = 3 et
Uy = ui—un pour tout n € N. Montrer que u,, = 3 x2"

pour tout n € N.

(12

\‘ @@ On note (a,) ey la suite définie par ay =a; =1
a
ety = Ay t+ ﬁ pour tout n € N. Montrer que
n

1< a, < n? pour tout n € N*,

‘/ 1 3\‘ ® @ FEtudier la monotonie de la suite (u,,),cy définie
“paruy =0, u; =1etu,, =u’+u’, pourtoutn €N,

" 1 4“ Enquéte, conjecture, récurrence !
=) 1) Déterminer une expression de la suite (u,),ey dé-
finie pour tout n € N par :
a) uyg=letu,,=1—u,.
b) uy=0etu,,;=u,+2n+1.
¢ u=2etu,;=MnN+4u,.
d) uyy=1letu,,;=Mn+2)>u,.
e) uy=letu,=2(n+1)u,.
2) Soit z € C. Déterminer une expression de la suite
(u,)ney définie par uy =1 et pour tout n € N :
us sin est pair
2

2 . . .
ZXu, 4 Sin est impair.

2

u, =

3) Déterminer une expression de la famille (2; ;); jen
définie pour tous i,j ENparz,; =1et:
a) Zi+1,j = Zi,j +1. b) Zi+1,j = ZZi’j+1.
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‘ 15 ‘ (® @ Montrer que pour tout n € N, il existe des entiers
~“Ja,,b,,c,,d, €N pour lesquels :

(V2++3)" = a, + b, V2 +c,V3+d, V6.

@ Montrer que tout entier supérieur ou égal a 8

‘ 6 ‘ peut étre écrit 3a + 5b pour certains a, b € N.

‘ ‘ (@ Dans chacune des situations suivantes, la pro-
/ position &, est-elle vraie pour tout n € N? Si oui, le
justifier par récurrence.

1) %, est vraie et pour toutn € N :

Py = (P et Poin)-
2) &, et &, sont vraies et pour tout n € N :
r@2n = ('@n et '@2n+1)'
3) &, estvraie et pour tout n € N* :
P, = (P et P,) ?

"E\‘ SIS Montrer que pour tous x € [0,1] etn €N :

l—nx<(1—x)"<

14+nx’

‘ @ ® ® Montrer que :
VneN*, 3p,qeN, n=2P(2q+1).

\19

‘ ‘ ®® @ Montrer que pour tout n € N*, toute fonction
croissante f de [1,n] dans lu1 méme posséde un point
fixe: 3Jke[l,n], f(k)=

@ RAISONNEMENTS DIVERS

‘ ‘ ® @ Regle du jeu : faites comme si vous n’aviez jamais
entendu parler de la factorisation premiére d’un entier.

1
On admet en revanche que s ’est pas un entier.

Pour tout n € Z, on dit que n est pair (resp. impair) si
n =2k (resp. n = 2k + 1) pour un certain k € Z.
1) Montrer qu'un entier ne peut pas étre a la fois pair
et impair.
2) Montrer que tout entier naturel est pair ou impair,
puis qu’il en va de méme des entiers relatifs.
3) Montrer que pour tout n € Z, n est pair si et seule-
ment si n? est pair.

‘ 2 9 ‘ ®@® On admet que v/2 est irrationnel.

“7) 1) Que dire de la somme et du produit de deux ra-
tionnels (resp. de deux irrationnels, resp. d’'un ra-
tionnel et d’un irrationnel) ?

RUDIMENTS DE LOGIQUE ET VOCABULAIRE ENSEMBLISTE

2) Montrer que lorsquun réel peut étre écrit sous la
forme a+b+/2 avec a, b € Z, les entiers a et b sont
nécessairement uniques.

In . .
3) Montrer que l_p est irrationnel pour tous nombres
nq

premiers p et g distincts.
4) On pose x” = e*!"* pour tous x >0 et y €R.
a) Montrer que pour tous x,x’ >0ety,y  €R:

’ ’ ’ y/
XYY =xYx¥, x¥ = (xy) et (xx’) =xYx"7.
b) Montrer I'existence de deux irrationnels x et y

pour lesquels x” est rationnel. On pourra ex-
ploiter le résultat de la question 3) ou bien s’in-

, , V2
téresser au réel v/2

‘ ‘ ™ @® Montrer qu'il existe un triplet de réels (a, b,c)
) pour lequel pour tout x € R\ {O 1}

1 _e b __c
x2(x+1) x x2 x+4+1

® (® Montrer par analyse-synthése que toute fonction
de R dans R est la somme, d'une et une seule maniere,
d’une fonction paire et d’'une fonction impaire.

\24\

@@ On note .« 'ensemble des fonctions affines et
A Tensemble des fonctions f : R — R dérivables
pour lesquelles f(0) = f’(0) = 0. Montrer par analyse-
synthése que toute fonction dérivable de R dans R est
la somme, d’'une et une seule maniére, d’une fonction
de ./ et d’'une fonction de 4.
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(® @ On cherche toutes les isométries de R, i.e. toutes
les fonctions f : R — R pour lesquelles pour tous
xy€R: [F0)=fO)]=lx—yl

1) Analyse : Soit f une isométrie. On note 6 la fonc-
tion x — f(x)—f(0) sur R.
a) Montrer, en étudiant la quantité ( FO)—f( y))z,
que 6(x)6(y) =xy pour tous x,y € R.
b) En déduire la forme de f.
2) Syntheése : Conclure.
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(27) $C9 . .
~"J 1) Déterminer toutes les fonctions f : R — R déri-
vables pour lesquelles pour tous x,y €R :
fle+y)=f)+f ().
2) Déterminer toutes les fonctions f : N — N pour
lesquelles pour tous m,n € N :

f(m+n)=f(m)f(n).
3) Déterminer toutes les fonctions f : Z — R pour
lesquelles pour tous m,n € Z :

f(m+n)+ f(m—n)=2f(m)+2f (n).




